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На основе метода динамического программирования Веллмана приводится исследование задачи формирования портфеля цен- 
ных бумаг, как задачи оптимального управления капиталом портфеля в смысле минимизации функционала, характеризующего 
его отклонения от капитала эталонного портфеля. 


1. Введение 

На первом этапе теория финансов сводилась к 
подсчету простых и сложных процентов, и основ- 
ной вопрос был связан с администрированием и 
увеличением фондов и капитала. Последующее ра- 
звитие теории шло в предположении условий: 
1) полной определенности [1]; 2) неопределенно- 
сти [2]. В первом случае рассматривались вопросы 
оптимальных решений на финансовом рынке в 
условиях полной определенности (в вероятност- 
ном смысле), и с математической точки зрения за- 
дачи сводились к максимизации функций многих 
переменных при наличии ограничений. Во втором 
случае основной задачей являлась проблема инве- 
стиционных решений участников финансового 
рынка в условиях неопределенности. Используе- 
мый математический аппарат «теап-ѵагіапсе апаіу- 
8І8», основанный на теории вероятностей, выявил 
важную роль ковариаций в стоимостях рисковых 
активов, как показателя, от которого зависит сте- 
пень риска портфеля ценных бумаг. Современный 
этап развития теории связан: 1) с описанием про- 
цесса изменения стоимости рисковых активов в 
виде случайного процесса [3]; 2) с формулировкой 
задачи формирования портфеля, как задачи опти- 
мального управления стохастической системой [4]. 

В данной работе на основе математической тео- 
рии оптимальных процессов с применением прин- 
ципа динамического программирования Веллмана 
[5] рассматривается одна задача формирования 
портфеля ценных бумаг, допускающая точное ана- 
литическое решение. 

2. Постановка задачи 

Пусть 8(1) - цена рискового актива (например, 
акции), которая определяется стохастическим 
дифференциальным уравнением [3] 

В8(1) = а8 (1)Фі + а 8(1 )сПѴ (/ ), 8(1 0 )=8 0 , I >1 0 , ( 1 ) 

где Щі) - стандартный винеровский процесс, сг>0, 
^>0, а В(і) - цена безрискового актива (например, 
банковский счет), которая определяется уравнением 
с/В(1) = гВ(1)<1(, В(1 0 ) = В 0 , (2) 

где г>0, В 0 >0 и решение которого имеет вид 

В(і) = В () е г(1Чо> . (3) 


Капитал портфеля будем обозначать Х(1). В теку- 
щий момент времени / доля капитала и(1) вкладыва- 
ется в рисковый актив, а доля капитала и(1)=\-и(1) 
вкладывается в безрисковый актив, то есть 

5(і) = и(і)Х(і), 

В(і)=[\-и(і)\Х(і). 

Из (4) следует 

5(() + В(і) = Х(і). (5) 

Найдем уравнение, которому удовлетворяет ка- 
питал Х(1). Из (5) следует 

ВХ(1) = с18(1)+ сіВ(і). (6) 

Используя (1), (2), (4) в (6) , получим 
< іХ (/) = [г + (а - г )и (I )]Х (I )й І1 + сш (/ )Х (/ )ФІѴ (/ ), 

(>1 0 , Х(1 0 )=Х 0 . (7) 

Введем стоимость эталонного портфеля У(1), 
которая определяется следующим дифференциаль- 
ным уравнением 

с1У(і) = /лУ(і)с11, У(1 0 ) = У 0 . (8) 

Очевидно, что 

У(1) = У 0 е м, -'“\ (9) 

Ставится задача: таким образом распределять ка- 
питал Х(і) между рисковым Д/) и безрисковьм В(і) ак- 
тивами, то есть таким образом сформировать управле- 
ние и(1), чтобы капитал портфеля Х(і) соответствовал (в 
каком-то смысле) стоимости эталонного портфеля У(1). 

Формализуем задачу. Пусть /е [0,/,], то есть / 0 =0. В 
качестве меры расхождения в текущий момент вре- 
мени /между капиталом Х(і) и стоимостью эталонно- 
го портфеля У(і) выберем величину [Х(і)-У(1)] г , а в 
момент времени /, - величину [Д/^-Г)/,)] 2 . Таким 
образом, в качестве интегральной меры расхождения 
между портфелями может быть взят функционал 

/ = М {[ Х (/ 1 )- Т(/,)] 2 + 
+\(Х(1)-У(1)\Чі\Х(1 0 )=Х 0 }, (10) 

О 

где М{-} — оператор математического ожидания. В 
результате пришли к следующей задаче оптималь- 
ного управления: найти управление и(і), чтобы на 
траекториях стохастического дифференциального 
уравнения (7) функционал (10) достигал минимума. 
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Замечание 1. Согласно (4), (5) для управления 
и(І) должно выполняться ограничение 

О < и(1) < 1 . (11) 

Поэтому, решение поставленной задачи может 
быть достигнуто: без учета (1 1), а полученное реше- 
ние анализируется на предмет его выполнения; с 
учетом (11); без учета (11). В последней ситуации: 
а) если й(?)< 0, то считается, что рисковый актив бе- 
рется в долг; б) если и(і)> 0, то м(/)=1-и(/)<0, и в 
долг берется безрисковый актив. Таким образом, 
первый и третий пути решения аналогичны, но в 
третьем случае не проводится анализ на предмет 
выполнения условия (11). 

Замечание 2. Смысловое содержание параме- 
тров а, ст, г и /и, которыми определяется постанов- 
ка задачи, заключается в следующем. Параметры г 
и /и являются параметрами роста соответственно 
стоимостей безрискового актива и эталонного 
портфеля, т.е. являются банковскими процентами 
по соответствующим активам. По смысловому со- 
держанию г>0 и /и> 0. Параметр ст является параме- 
тром волатильности и характеризует степень хао- 
тичности изменения цены рискового актива. По 
смысловому содержанию ст>0. Параметр а является 
параметром изменчивости и характеризует тенден- 
цию изменения цены рискового актива в среднем. 
По смысловому содержанию а^О. При а=0 цена 
рискового актива 5, будучи случайной, в среднем 
изменяется возле начального значения 5 0 , при а>0 
в среднем возрастает, а при а<0 - в среднем убыва- 
ет. С точки зрения теории случайных процессов У, 
ведет себя соответственно как мартингал, как суб- 
мартингал, как супермартингал [6]. 

3. Исследование капитала 

при произвольном управлении 

Пусть 

Х(1) = Ы{Х(1)}. (12) 

Тогда, используя формулу стохастического диф- 
ференцирования Ито [6], получаем с учетом (7), что 

йХ(і) = — — сІХ(і) - - — \ — а 2 и \і)Х \і)Л = 

X (і( 2 X (?) 

1 , , 

= [г + (а - г)и(()]Л + аи(()сПѴ(() - — а и (1)31. 

Таким образом, Х(() определяется уравнением 
ЗХ(1) = [г + (а -г)и(1)-^<т 2 и 2 (1)\сІІ + <ти(1)сПУ(1). (13) 

Отсюда 

1 1 

Х{() = Х 0 + |[г + (а - г)и(т) — ст 2 г/ 2 (т )]с/ г + 

О 2 


Так как Д?)=ехр{Х(?)}, то из (14) следует, что ка- 
питал Х(1) портфеля определяется формулой 

X (?) = Х 0 ехр {г?}ехр{|и(т)[(а -г) - 
о 

1 , !• 

— о~и(т )]с/г + ст I и(т )сПѴ (г )} . (15) 

2 о 

Из (15) получаем, что 

Х(?)>0. (16) 

Таким образом, получили, что при любом упра- 
влении, то есть при произвольном перераспределе- 
нии капитала между рисковым и безрисковым ак- 
тивами, капитал остается положительным. Данное 
свойство свидетельствует о корректности матема- 
тической модели. 


4. Решение задачи 


Поставленная задача решается без учета огра- 
ничения (11). 

Утверждение 1. Функция Веллмана 11(1, X) для 
поставленной задачи оптимального управления 
имеет представление 

Щ1,Х) = Ъ 0 (1) + Ъ 1 (()Х + и 2 (1)Х 2 , (17) 


где й 0 ( I), 6,(1) и Ъ 2 ( I) определяются дифференциаль- 
ными уравнениями (точка сверху означает произ- 
водную по ?) 


Ь 0 (0 = 


1 (а -г) 1 Ъ \ (?) 

2 ст 2 Ъ 2 (і) 




Ь І (0 = (С Чг^Ь і (1)-гЬ 1 (1)+2Г(і), 


6 2 (?) т~Ъ 2 (1) -2 гЪ 2 (1) -2 


(18) 

(19) 

( 20 ) 


с граничными условиями 

6 0 (?,) = Г 2 (? 1 ), &,(?,) = -2ЩХ ВД= 2. (21) 

Доказательство. По определению [5] согласно (10) 
Ѵ(і,Х) = тіп М{[Х(?,) -7(?,)] 2 + 


Е _[ [Х(т) - У(т)] 2 сІт | Х(1) = X} . 


( 22 ) 


Тогда, согласно (7), (10), уравнение Веллмана 
имеет вид [5] 


ІШП 


• Г дЩ1,Х) 


ді 


+ \г + (а — г)и\Х 


дЩдХ) 

дХ 


+—иоХ‘ 


д 2 Ц(1,Х) 
дХ 2 


+ [Х-7(?)]- =0 (23) 


+ст | и(т)сПУ (т) =Х 0 + г( + 

О 

( ч / 

+| и(т)[(а-г ) — о 2 и(т)]сІт + о ^и(т)сПУ (т). (14) 

о 2 0 


с граничным условием 

С/(?„Х)=[Х-7(? 1 )] 2 . (24) 

Необходимое условие минимума — {-} = 0 в 

ди 

(23) приводит к уравнению 
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(і а - г)Х 


дЩ,Х) 2 2 д 2 Щі,Х) 
-+ а л 


и = 0 . 


X дХ 2 

Отсюда получаем выражение для оптимального 
управления через функцию Веллмана в виде 

дЩі,Х) 
дХ 


(а -г) 


и (I) = - 


~ 2ѵ д 2 щі,х) 

сг л ; — 

дХ 2 


(25) 


Подстановка (25) в (23) приводит к уравнению 
для функции Веллмана в частных производных вида 

дц((,х) [ гХ дЩ(,х) 

ді дХ 

( дЩ1,х) у 

1 (а-г)Ч ^ ) | 

2 а 2 д 2 ІІ{1,Х ) 

ах 2 

+Х 2 - 2У(1)Х + У 2 (0 = 0. (26) 

Граничное условие следует из (24) 

Щі,Х)і_ іі =Х 2 -2У(( 1 )Х + У 2 (і 1 ). (27) 


Согласно методу разделения переменных [7] ре- 
шение ищем в виде (17). Тогда 

дЩі,Х) ■ ■ 1-г 

-Ъ 0 {і)+Ъ 1 (і) + —Ъ 2 {і)Х , 

ді 2 


дЩі,Х) 


дХ 
д 2 Ц(1,Х) 
дХ 2 


= Ь 1 (і)+Ь 2 (і)Х, 


= Ь 2 (1). 


(28) 


Подставляя (28) в (26), получим 
Ъ й {і) + Ъ х {і)Х + ^Ъ 2 {1)Х 2 +гЬ ] (1)Х + гЪ 2 (і)Х 2 - 

1 (а -г) 2 Ъ 2 (1) + Ъ 2 (1)Х 2 +2Ъ 1 (і)Ъ 2 (і)Х 

2 а 2 Ь 2 (і) + 

+Х 2 -2У(1)Х + У 2 (1) = 0. ( 29 ) 

Перепишем последнее выражение в виде 

1 (а -г) 2 Ъ 2 (і) 

2 а 2 Ъ 2 (1) 


ь 0 (о-і '“ 'у:: +у і (і)+ 


+Ь ] (і)Х + гЬ І (і)Х - 


( а-гУ 


Ъ х (і)Х - 2У(1)Х + 


+ Н 2 (1)Х 2 +гЪ 2 {1)Х 2 - 


1 (а -г) 2 


Ь 2 (і)Х 2 +Х 2 =0. 


2 ст- (30) 

В соответствии с методом разделения перемен- 
ных, приравнивая в (30) коэффициенты при одина- 
ковых степенях X, приходим к уравнениям ( 1 8-20). 
Граничные уравнения (21) следуют из (17), (27). 

Утверждение 2. Решения уравнений (18-20) с 
граничными условиями (21) имеют вид 


6,(0 = [6 1 1 е ( ^ ) '-6 2 У', 

(31) 

Ь 2 (1)=Ъ\е- (г ~ р) ' -Ъ 2 2 , 

(32) 


Ь 0 ( 1 ) = Х У*' + 2^2- (е 2 "' 1 -е 2 "') + 

2ц 

, X 2 (г + Р)ф^р ^ 


1 + 


г - (і 


(г+Р), 2 


1 + - 


И~Р 

И(ц-Р) ѵ 2 ~Р 2 


Г+р 


1 + 


ц + Р 


Р 




хіп 




ѵ 

) 

У 

Л 

( (г-Р). Л 

4сІ + е 2 

( . П Р)Л 

\ГсІ -е 2 

ІѴ 

) 

V 

л 


(33) 


где 


Р=^~~г, 


Ъ\=^%, Ь?=2Х 0 (і + ^—) 
ц-Р Ч ц-Р) 


1 ) е (Р-Р) 1 \ 


Ъ\= 2 


1 + 

ѵ г-р 


е (г ~ р) \ Ъ 2 = 


г-р 


(34) 

(35) 

(36) 


а=ъЦъ\. (37) 

Доказательство. Решение ур. (19). Полагая 
Г 0 =Х 0 , /„=0, из (9) следует 

Г(і) = Х^, УД) = Х ( Д\ (38) 

Используя обозначение (34), получаем из (19), 
(21), (38) 

Ь 1 (1) = рЬ 1 (1) + 2Х 0 е*, ЬМ = - 2Х 0 е*. (39) 

Общее решение однородного уравнения 
Ъ ] (і)=рЬ ] (!) имеет вид 

6,(0 = с(1)е р< . (40) 

Подставляя (40) в (39), получаем уравнение для 
нахождения с(1) в виде с(і)= 2Х о е < "“ 0 ', общее реше- 
ние которого имеет вид 

с(0 = 2Х ° е^-ѵ+с,. (41) 

(и-Р) 

Подставляя (41) в (40), получаем общее реше- 
ние уравнения (39) 
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, , ч 2Х п 

Ь \ (0 = 7 *—еГ+с{Г. 


(42) 


(и-Р) 

Константа с, находится из (42) и из граничного 
условия (39) с учетом (42) 

2Х„ 


(н-Р) 


-е цЧ +с,е № =-2ХУ'. 


Отсюда 


У 


с, = -2 


1 + 


1 


V И-Р 

Тогда, согласно (42), 

2Х, 




У 


т= 


и — Р 


-€Г-2Х а 


1 + - 


1 


V 




И~Р у 

В итоге с использованием обозначений (35) по- 
лучаем (31). 

Решение ур. (20). Из (20), (21) с учетом (34) сле- 
дует 

Ь 2 (1) = (Р-г)Ь 1 (1)-2, 6 2 (0 = 2. (43) 

Общее решение однородного уравнения 
Ь 2 (Г)=(Р—г)Ь 2 (() имеет вид 

Ь 1 (і) = с([)е <р - Г)г . (44) 

Подставляя (44) в (43) получим уравнение для 
нахождения с(1) в виде с(і)=— 2е нр ~ г)І , общее реше- 
ние которого имеет вид 


с(0=— 

р-г 


(45) 


Подставляя (45) в (44), получаем общее реше- 
ние уравнения (43) 


4 () = 


Р-г 


ЛР-г)! 


(46) 


Р-г 


Отсюда 


Из (48), используя обозначения (36), получаем 
(32). 

Решение ур. (18). Из (18), (21), (38) сучетом (31), 
(32), (34) последовательно получаем: 

Ъ а { 1 )=ир+г)^\-хуг 6 0 (О = ху*; 

2 Ъ 2 (1) 

\(1)= ] -(Р+ г)\ | е 2іа Л + С; 

К (0 = 

= Ко. \[ (К) 2 е-^ -2Ъ\ЪУ^ + {Ъ;) 2 е^ } 

ф Ьіе^ -ЪІ ] 

~уі е2 "' = І (/3 + ’^ {г> +Уі+ ’ ( 49) 


(Ъ\) 2 е 2щ Л г 2^Ѵ" +Я ' 


71 Ну^-ъі ’ 72 Ьѵ 
(Ь 2 у-е^‘ 


Ъ\е^ м -Ъ\ 


Л, (50) 


7з \ ъ у^-Ъ;/ и 

Тогда, из (50) с учетом обозначения (37), полу- 
чаем 

(г~Р). 


, они . 


м(м~РУі+ 


1 


г-Р 


Усі 


+ е 


уи — і 


(г-Р). 


(51) 


2X1 


у 2 =- 


1 + ^^ 

V И~Ру 


Ф'-Р 


-1-Г) 1 


Константа с, находится из граничного условия 
(43) с учетом (46) 

2 - + с/ р - г)ч =2. 


(и 2 -Р\ 1+ 


г-Р 


ХІП 


у[сІ 


(Г-Р). 


+ е 


УІ-і 


(Г-Р). 


(52) 


Сі =2 


1 — 


р-г 


,-( Р-Г X, 


Тогда, согласно (46), 


40 = 


Р-г 


- + 2 


1 — 


Р-г 


е -(Р~г)Ч е (Р-г)1 


Перепишем (47) следующим образом 


Чі) = 2 


1 + - 


1 


г- Р 


е (г-Р)Ч е -(г~Р)І . 


г — Р 


(47) 


(48) 


у 


XI 


1 


У 3 =■ 


1 + 

ѵ И-Р 


у 


1 


1 + 

V >'~Р 


( 2 -Г> 


р 


\ + -4 

I г-Р 




г-Р )'і 




ХІП 




(М3), 


л-е 


4 -( 


(г-Р), 


(53) 


Подстановка (51-53) в (49) приводит к (33), где 
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X, 


С = ху п + — ' ’-е 2 '"' - 

2ц 


ХХЦг + р^г-р ^ 

о-р), 

х/г/ +е 2 

2 

х) 

Іи 1 

а 

Лг-Р). 

х/г/ — е 2 


-(г-Р), 


ѵ И~Р 




и(и-Р) И~-Р~ 


1- 


1 

н-Р 




р 


Теорема. Оптимальное управление и\Г) и соот- 
ветствующее ему оптимальное значение критерия 
качества У определяются формулами 


и°(() = - 


(а-г)[Ь ] (1) + Ь 2 (1)Х(1)] 
( 7 2 Ь 2 (і)Х ({ ) 


(54) 


Г =Ь 0 (0) + Ь 1 (0)Х 0 + ^Ъ 2 (0)Х 2 , (55) 

где />,(?), Ь 2 (1) определены в Утверждении 2, а Ъ 0 ( 0), 
/>і(0), /> 2 (0) имеют вид 

Ь 0 (0) = ХУ>“ ' +^Г(е 2 '"' -1 ) + ^ г + Р^ г ~Р ѵ 
2ц 2 


1 

Р 


Г-Р, 


2 1 








1п 


(х/г/+1) 

( " *$. 3 

—е 2 

1 У 

Ыа- 1) 

{ Г- " р ь Л 

х/г/ +е 2 

V У 


(56) 


6 ,( 0 ) = 


2^о 

ц-Р 

Г 




6 2 ( 0 ) =2 


-2Х П 


1 


1 


л 


1 + 

ѵ И-Р; 

\ 




1 + 
ѵ г-р 


Лг-РХ, 


г-Р 


Доказательство. Использование (28) в (25) дает 
(54). Так как, по определению У°=(/(О,Х 0 ), то (55) 
следует из (17), а (56) из (31-33). 


В заключение рассмотрим вопрос о выполне- 

нии достаточного условия минимума — > о в 

ди 2 

(23), которое сводится к условию 


2 V 2 

(7 Л 


д 2 Щі,Х) 
дХ 2 


> 0 . 


Тогда, согласно (16), (28), достаточное условие 
минимума определяется положительной опреде- 
ленностью функции Ь 2 (і), т.е. 

/>,(/) >0. 


Из (32), (36) следует 


6 2 (0 = 2 


1 + 


1 


г - Р 


,0-РХЬ-і) 


1 

г - Р 


Тогда условие Ь 2 (1 )> 0 сводится к условию 


г 

1 + 

V 



е ( г ~Р Х'і-0 


1 

Ѵ^р 


> 0 , 


или к эквивалентному ему условию 

2 1 + (г-р) \ Л г-рх,,-,) 1 

I г-р ) г-р’ 

Если г>р, то {г~Р)(1 { —і)> 0 и тогда 
[\+(г-Р)\ё г ~ т ' г,) >\. Таким образом, при г>р условие 
Ъ 2 (і)> 0 выполняется. 


5. Заключение 

1. Задача формирования портфеля ценных бумаг, 
состоящего из рискового и безрискового акти- 
вов, сформулирована как задача оптимального 
управления стохастической системой (7) с кри- 
терием качества (10). 

2. На основе метода динамического программи- 
рования с использованием уравнения Веллмана 
(23) найдено оптимальное управление (54) и 
значение критерия (55), достигаемое при опти- 
мальном управлении. 

3. Предварительный анализ решения показывает, 
что структура управления, т.е. перераспределе- 
ние капитала между рисковыми и безрисковыми 
активами (см. Замечание 1), и значение крите- 
рия качества, определяющее качество отслежи- 
вания капиталом портфеля капитала эталонного 
портфеля, зависят от соотношений между пара- 
метрами постановки задачи (см. Замечание 2). 
Этим исследованиям с экономической интер- 
претацией результатов и графическими иллю- 
страциями будет посвящена следующая работа. 
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